Bài tập bổ sung chương III- DÃY SỐ - CẤP số CỘNG - CẤP số NHÂN 
BÀI TẬP VÈ DÃY SÔ-CẤP SỐ CỘNG - CẤP SỐ NHÂN 

I. DÃY SỐ 

1. viết số hạng tổng quát của dãy số tự nhiên , mà mỗi số hạng của nó khi chia cho 3 
còn dư 2 . 

2. Dãy số u n được xác định bằng công thức quy nạp : Mj = 3,u n+1 = 2 u n . Tìm số hạng 

tổng quát của dãy số đó và tích 4 số hạng đầu của dãy số . 

3. Tìm số hạng tổng quát của dãy số xác định bằng công thức quy nạp : 

. 1 _ ' 

a. u í =3,u n+l =2 + -u n 

b. Uị = a,u n+1 =a+bu n ( Với a,b là hằng số ) 

4. Các dãy số sau có đơn điệu không ? 

1 u 2-1 f lỴ 

a - = ^TT b - u ” = c - u n = 9 

5. Với giá trị nào của a,b ,dãy số : u n = an + 2 là một dãy số không giảm ,tăng?giảm? 

bìĩ +1 

6. Trong các dãy số sau , dãy số nào bị chặn ? Bị chặn trên hay bị chặn dưới ? 

„, ,1 ' 1 

а. u n = 2/7 -1 b. u n = -ỳ c. u n = 

n n[n + 1] 

( 1 Y 

d. u„=3.2"-' e. a,= -ì 

V 

7. Cho dãy số : u n = = ^. Tính : (//„ ±v„);(«„:v„);í^ 

/7 n 

II. CẤP SỐ CỘNG . 

1. Ba góc của một tam giác vuông lập thành một cấp số cộng . Tìm ba góc đó ? 

2. Chứng minh tam giác ABC có ba góc với: cot—,cot—,cot^- theo thứ tự đó lập 

thành một cấp số cộng thì ba cạnh theo thứ tự đó cũng tạo thành một cấp số cộng ? 

3. Số hạng thứ 2 và số hạng thứ 7 của một cấp số cộng có tổng bằng 92, số hạng thứ 
tư và số hạng thứ 11 có tổng bằng 71 . Tìm 4 số hạng đó ? 

4. Một cấp số cộng có 11 số hạng . Tổng các số hạng đó bằng 176 . Hiệu số hạng 
cuối và số hạng đầu là 30 . Tìm cấp số đó ? 

5. Bốn số hạng lập thành một cấp số cộng . Tổng của chúng bằng 22. Tổng các bình 
phương của chúng bằng 166. Tìm 4 số đó ? 

б. Năm số lập thành một cấp số cộng . Biết tổng s , tích p của chúng . Tìm năm số đó 

7. Bốn số nguyên lập thành một cấp số cộng . Tổng của chúng bằng 20, tổng các 

ngịch đảo của chúng băng ^. Tìm bôn sô đó ? 

8. Người ta trồng 3003 cây theo hình một tam giác như sau : hàng thứ nhất có 1 cây , 
hàng thứ hai có 2 cây, hàng thứ ba có 3 cây , V.V...HỎÌ có bao nhiêu hàng ? 

9. Xác định cấp số cộng sao cho tổng n số hạng đầu bằng n+1 lần một nửa số hạng 
thứ n 

III. CẤP SỐ NHÂN 

1. Một cấp số nhân có số hạng thứ nhất U 1 = 2 , công bội q bằng 3, và 5 số hạng . Tìm 
số hạng cuối cùng và tổng của 5 số hạng đó ? 
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2. Trong một cấp số nhân có 9 số hạng , biết số hạng đầu u x = 5 và số hạng cuối 
Ug = 1280. Tìm công bội q và tổng s các số hạng ? 

3. Tìm số hạng của một cấp số nhân : 

a. Có 5 số hạng mà số hạng đầu là 3 , số hạng cuối là 243 ? 

b. Có 6 số hạng mà số hạng đầu là 243 và số hạng cuối là 1 ? 

c. Trong cấp số nhân , cho q=l/4 , n=6, và s=2730 . Tìm u v u 6 . 

4. Tìm bốn góc của một tứ giác , biết các góc đó lập thành một cấp số nhân và góc 
cuối bằng 9 lần góc thứ 2 ? 

5. Tổng ba số hạng của một cấp số nhân là 248 , hiệu của số hạng cuối và số hạng 
đầu là 192. Tìm ba số hạng đó ? 

6. Chứng minh rằng nếu ba cạnh của một tam giác lập thành một cấp số nhân thì 
công bội của cấp số đó ắt phải nằm giữa -l) và +lj. 

7. Tính tổng các cạnh của một hình hộp chữ nhật, biết rằng thể tích của chúng bằng 
ữ 3 , diện tích toàn phần của nó bằng 2 ma 2 và các cạnh lập thành một cấp số nhân ? 

IV. BAI TẬP TỔNG HỢP 

1. Giả sử x l ,x 2 ,...x n e R + V x ư x 2 ....x n = 1. Chứng minh x l + x 2 +... + x n >n 


2. Chứng minh : a +ÌJ > a - r ^ y - với: a>0,b>0,n e N* 

2 V 2 

3. Xét tính bị chặn và tính đon điệu của các dãy số sau ? 

a. u n = b. u n ={-\) sin — 

n n 

4. Cho một dãy số có các số hạng đầu tiên là 1,8,22,43,.Hiệu của hai số hạng liên 

tiếp của dãy số đó lập thành một cấp số cộng : 7,14,21..., 7n. số 35351 là số hạng thứ 
mấy của cấp số đã cho ? 

5. Cho phuong trình : x 4 +3x 2 -(24+m)x-26-rc = 0. 

Tìm hệ thức liên hệ giữa m và n để 3 nghiệm phân biệt x l ,x 2 ,x ĩ lập thành một cấp số 
cộng ? 

6. Tìm m đế phuong trình : X 4 ~(3m + 5)x 2 +(m + l) 2 =0 có bốn nghiệm lập thành một 
cấp số cộng ? 

7. Độ dài các cạnh của một tam giác ABC lập thành một cấp số nhân . Chứng minh 
rằng tam giác ABC có hai góc không quá 60° ? 

8. Tìm bốn số hạng đầu của một cấp số nhân , biết tổng ba số hạng đầu bằng 16^-, 

đồng thời theo thứ tự , chúng là số hạng thứ nhất, thứ tu và thứ tám của một cấp số 
cộng . 

9. Một cấp số nhân có 5 số hạng , công bội q =1/4 số hạng thứ nhất, tổng của hai số 
hạng đầu bằng 24 . Tìm cấp số nhân đó ? 

10 . Xen vào giữa hai số : 4 và 40 bốn số để duợc một cấp số cộng ? Tìm bốn số đó ? 

11. Tính tổng : 


s= 2 + ị + 4 + - +...+ 2"+-f- 

l 2) { 4) { r) 

12 . Với giá trị nào của a , ta có thể tìm đuợc các giá trị của X để các số : 
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5 x+1 +5‘-\ệ,25 x +25~ x lập thành một cấp số cộng ? 

13. Chứng minh rằng dãy số : a n = 2.3” lập thành một cấp số nhân và tính tổng của 8 
số hạng đầu tiên của nó ? 

14. Giả sử a,b,c,d lập thành một cấp số nhân . Hãy tính giá trị biểu thức : 

(a-cỴ +(b — cỴ +(b-dỴ -(a-dỴ 

15. Giả sử các số : 5x-y,2x+3y, và x+2y lập thành một cấp số cộng , còn các số : 

(y +1) 2 , xy +1, (x -1) 2 lập thành cấp số nhân . Tìm x,y ? 

16. Cho một cấp số cộng : Chứng minh rằng nếu : I u l u 4 -U 2 U 3 \<6 thì biểu 

thức A= Ặx-U ỉ )(x-U 2 )(x-U 3 )(x-U 4 ) + 9 có nghĩa với mọi X ? 

17. Chứng minh rằng : Nếu 0< A + l thì điều kiện ắt có và đủ để ba số duơng a,b,c 
tạo thành một cấp số nhân (theo thứ tự đó ) là : 

lọg^ log^-Ịog „N ^ 

log C N \og b N-log c N 

18. Chứng minh rằng , nếu log v a, log v b, log z c tạo thành một cấp số cộng (theo thứ tự 

đó ) thì : log Ế y = ặ 1 ° ga - z (0<x,y,z,a,b,c*ì). 
log a x + log c z 

19. Cho ba số : x,3,y lập thành một cấp số nhân và X 4 = yyỊ 3. Tìm x,y và công bội q 
của cấp số đó ? 

20. Cho ba số tạo thành một cấp số nhân mà tổng của chúng bằng 93. Ta có thể sắp 
đặt chúng (theo thứ tự của cấp số nhân kể trên ) nhu là số hạng thứ nhất, thứ hai và 
thứ bẩy của một cấp số cộng . Tìm ba số đó ? 

21. a. Tính tổng của n số hạng : 3+33+333+... 

b. Tìm X để ba số : ln2,ln(2 x -l),ln(2 x + 3 ) lập thành một cấp số cộng ? 

22. Tìm bốn số biết rằng ba số hạng đầu lập thành một cấp số nhân , ba số hạng sau 
lập thành một cấp số cộng . Tổng của hai số hạng đầu và cuối bằng 14, còn tổng của 
hai số ở giữa là 12 ? 

23. Tổng của số hạng thứ hai và thứ tu của một cấp số nhân tăng nghiêm ngặt là 30 , 
và tích của chúng bằng 144. Tìm tổng muời số hạng đầu tiên của dãy số đó ? 

24. Cho tam giác ABC có A = 90° còn a,b,-^-,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số 
nhân . Tam giác ABC là tam giác có đặc điểm gì ? 

25. Cho tam giác ABC, có ba cạnh a,b,c , theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng . 

. A Q 

Hãy chứng minh răng : cot—.coty = 3. 

26. Tam giác ABC thỏa mãn điều kiện : tagA.tangB=6 và tangA.tangC=3 . Hãy 
chứng tỏ : tangA,tgB,tgC theo thứ tự dó lập thành cấp số cộng ? 

27. Tam giác ABC có : cot , cot 2 ’ co 2 theo thứ tự đó lập thành một câp sô cộng . 
Hãy chứng minh rằng ba cạnh a,b,c theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng ? 
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28. Tam giác ABC có : cot A,cotfí,cotC theo thứ tự đó lập thành một cấp cộng . Hãy 
chứng minh rằng : a 2 ,b 2 ,c 2 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng ? 

29. Cho tam giác ABC cân ( AB=AC ), có cạnh đáy BC , đường cao AH , cạnh bên 
AB theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân . Hãy tính công bội q của cấp số nhân 
đó? 

30 . Tam giác ABC có các cạnh a,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng . Hãy 
chứng minh rằng khi đó công sai của cấp số cộng được tính bởi công thức : 

, 3 ( c a3 

d = — r tg--tg — 

2 V 2 2) 

V. HƯỚNG DẪN GIẢI PHẦN BÀI TẬP TỔNG HỢP 


Bài 1 : Giả sử x ỉ ,x 2 ,...x n e R + V x v x 2 ....x n =1. Chứng minh Xj +x 2 +... + x n > 


n 


Giải . 

Chứng minh bằng quy nạp . 

- Với n=l : X, = 1. Mệnh đề đúng . 

- Giả sử mệnh đề đúng với n=k ( k>l ). 

<=> X 1 +x 2 +x 3 + .... + x (t >k vx 1 x 2 x 3 ..x Ả; =1 (*) 

Nếu với mọi x k = 1 thì hiển nhiên : x l +x 2 + ..+x k + x k+l >k + l. 

Nếu trong k+1 số có ít nhất một số lớn hơn 1 , thì ắt phải có số nhỏ hơn 1. 
Không giảm tính tổng quát, giả sử x k > 1 và x k+l < 1, khi đó ta có : 

(! - V+I) (V -!) > 0 V + V +1 > 1 + x k x k+1 (1) 

Do đó : 

x l +x 2 +... + x k +x k+1 >x 1 +x 2 +...+x k _ 1 + x k x k+1 + l (2) 

Theo giả thiết quy nạp , ta suy ra từ k số ở vế phải: 

x l +x 2 +... + x k _ i +(x k x k+ĩ )>k (3) 

Từ (2) và (3) suy ra : Xj +x 2 +... + x k + x k+l >k + 1. 


Bài 2. Chứng minh : 


a n +b n 


■ > 


í a + b^ 


V * ) 


với : a>0,b>0,n £ N 


HƯỚNG DÃN 

a +b K 


- Với n=l . Mệnh đề đúng 

- Giả sử mệnh đề đúng với n=k ( Với k>l ): <=> 


> 


a + b 


V Ẩ. ) 


( 1 ) 


- Ta phải chứng minh : 


a k+1 +b k+ \ f a + b^ 


2 

Thật vậy , ta nhân hai vế của (1) với a -Ệ -, ta có : 


k+\ 


V z J 


, a k +b k a + b ^ 

o —— -.—— > 


f a + b^ k 




a + b 


í a + b^ k+i 


a + a b + ab + b ^ 
<=>-—-> 


* ' ’- k+l í n^h\ k+ì 


2 

a + b 


V * J 


V ) 


(2) 
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Nhưng với a>0,b>0 thì : [a k -b k }(a-b)>Oo a k+l + b k+l >a k b + ab k 


k+1 . k 7 . 1 k . jk+ỉ k+1 . jk+ỉ 

a +a b + ab +b a +b 


.~,1 ỵs u TU ƯTtít/ Tt/ tỉ I ' / - \ 

Cho nên : -—-<--- (3) 

4 2 w 

So sánh (2) và (3) ta được điềư phải chứng minh ■ _ 

Bài 3.Xét tính bị chặn và tính đơn điệu của các dãy số sau ? 
2,1 1 


a. u„ = 


n +1 


b. u n =(-l)" 1 sin — 

/7 


n +1 1 


HƯỚNG DẪN 

/1 “1“ 1 1 rpi I Ẩ _ f 1 ỉ 1 2v /7 .1 y-,1 A 4A_14 /V I ly _ Ẫ . w 

a. u n = —— = n + - .Ta thây : u n = —— > ——— = 2. Cho nên đây là một dãy sô tăng , 

n n n n 

bị chặn dưới bởi m=2 . (Nhưng không bị chặn). 

b. u n =(-l)" 1 sin — 

n 

- Xét hiệu : u n+l -u n =(-l)" sin ——+sin — . Vì biểu thức trong dấu móc luôn dương 

L /7 + 1 n\ 

với mọi thuộc A^*.cho nên u n+1 -u n >0, khi n chẵn , còn u n+l -u n <0 khi n là lẻ . Vì vậy 
dãy số đã cho không tăng và cũng không giảm ( Không đơn điệu). 

Mặt khác : -1 < sin - < 1 => -l(-l)" -1 < u n < l(-l)"" 1 <=> (-1)” < u n < -1" 

/7 

[M =1 x 

Có nghĩa là : u n e [l;ll => Dãy sô bị chặn . 

Ị_m = 1 

Bài 4. Cho một dãy số có các số hạng đầu tiên là 1,8,22,43,.Hiệu của hai số hạng 

liên tiếp của dãy số đó lập thành một cấp số cộng : 7,14,21..., 7n. số 35351 là số hạng 
thứ mấy của cấp số đã cho ? 

HƯỚNG DẨN 

Theo đầu bài ta có : 

u 2 ~ u \ = 7 

«3 -u 2 =14 
< u 4 -u ĩ = 21 


[ u n~ u n-l =7(n-l) 

Cộng các vế của các phương trình của hệ ta dược : 

, . / 7^/7 — lì , . 

<=>m„-m 1 =7 + 14 + 21 + ... + 7(w-1) = 7 XV V (1) 

Đặt : u„ = 3535 1 => (l) <=> 3535 1 ■-1 = 7 ^ n - /7 -10100 = 0-> /7 = 101. 

Do đỏ : 35351 là số hạng thứ 101 của dãy sỏ ■ _ 

Bài 5. Cho phương trình : X 4 +3x 2 -(24+m)x-26-/7 = 0. 

Tìm hệ thức liên hệ giữa m và n để 3 nghiệm phân biệt x l ,x 2 ,x ì lập thành một cấp số 
cộng ? 

HƯỚNG DẮN 

Vì 3 nghiệm phân biệt: x l ,x 2 ,x 3 lập thành cấp số cộng , nên ta có thể đặt: 
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Xj = x 0 -d,x 2 = x 0 , x 3 = x 0 +d(d ^ 0). Theo giả thiết ta có : 

X +3x 2 — (24 +in) X-26-n = (x-x 1 )(x-x,)(x-x 3 ) = (x-x 0 + d)(x-x 0 )(x-x 0 -d) 

= X 3 -3x 0 x 2 +Í3 xq -d 2 )x-xị +x 0 d 2 (Vx) 

Đồng nhất hệ số ở hai vế của phương trình ta có hệ : 

-3x 0 =3 x 0 = -1 

3xị-d 2 =-(2A + m)^\3-d 2 =-2A-m^\ Xũ= ~ l 

\m = n 

-Xo + x 0 d 2 = -26 — n l-d = -26 - n 

Vậy với m=n thì ba nghiệm phân biệt của phương trình lập thành cấp số cộng . 

Bài 6.Tìm m để phương trình : X 4 -(3m+5)x 2 +(m + l) 2 =0 có bốn nghiệm lập thành 
một cấp số cộng ? 

HƯỚNG DẨN 

Giả sử bốn nghiệm phân biệt của phương trình : x p x 2 ,x 3 ,x 4 . 

Đặt X 2 = y > 0, ta được phương trình : 

<=> y 2 -(3m + 5)y + (m + l) 2 =0 (l) 

Ta phải tìm m sao cho (1) có hai nghiệm dương phân biệt: 0< y l < y 2 , Khi đó thì (1) 
có bổn nghiệm là : Xj = -sỊỹ~ 2 , x 2 = —yỊỹĩ, x 3 = yịỹ^, x 4 = yịỹ^ ( Rõ ràng : Xj < x 2 < x 3 < x 4 ) 
Theo đầu bài thì bốn nghiệm lập thành cấp số cộng , nên : 

=>x 3 + x 1 =2 x 2 vx 4 +x 2 =2x 3 oJỹ' l - y lỹ^ = 2 y Ịỹ- l ^3jỹ~ l = y Ịỹ^o9y l =y 2 (*) 

Áp dụng vi ét cho phương trình (1) ta có hệ : 

A = (3m + 5) 2 -4(m + l) 2 >0 
<íi> < s = y 1 + y 2 = 10 y 1 = 3 m + 5 <w- 

p = yơ2 = 9 Ử ={m+ỉ) 2 

Bài 7. Độ dài các cạnh của một tam giác ABC lập thành một cấp số nhân . Chứng 
minh rằng tam giác ABC có hai góc không quá 60° ? 

HƯỚNG DẪN 

Giả sử ba cạnh của tam giác ABC thứ tự là a,b,c . Không giảm tính tổng quát, ta giả 
sử 0<a <b<c, nếu chúng tạo thành cấp số nhân thì, theo tính chất của cấp số nhân ta 
có : b 2 = ac. 

Theo định lý hàm số cô sin , ta có : 

a 2 +c 2 1 

b 2 =a 2 +c 2 - 2ac cos B => ac = a 2 +c 2 - 2«c.cosB <=> cosB= —-4 

2 ac 2 

Mặt khác : a 2 +c 2 > 2ac => cosB - 1_ 2 = 2 ' Vậy góc B < 60° 

Nhưng : a < b => A < 60°, cho nên tam giác ABC có hai góc không quá 60°. 

Bài 8.Tìm bổn số hạng đầu của một cấp số nhân , biết tổng ba số hạng đầu bằng 16 

đồng thời theo thứ tự , chúng là số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ tám của một cấp số 
cộng . 

HƯỚNG DẨN 


m = 5 
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Bài tập bổ sung và hướng dẫn giải phần : BÀI TẬP TỔNG HỢP 


Gọi: u v u 2 ,u 3 ,u 4 là 4 số hạng đầu tiên của cấp số nhân , với công bội q . Gọi (v n ) là 
cấp số cộng tương ứng với công sai là d . Theo giả thiết ta có : 


U 1 +U 2 +U 3 +U 4 =Ỉ6-Ẹ 


4 í 1 4 

Q ư 1 +u 1 q + u ì q 2 = 16^(l) 


<=>/«! = V, 


u 2 =v 4 = Vj + 3 d 
u 3 =v s = Vj + 7 d 


o<u l q = u l +3d (2) 
u { q 2 = u ị +ld (3) 


Khử d từ (2) và (3) ta được : u^Sq 2 -7ợ + 4) = 0 (4). 


Do ( 1 ) nên : u l + 0 => ( 4 ) <=> 4 . Theo định nghĩa thì q + 1 , do vậy q = -~ 

q = -- ’ 3 

L 3 

T ,., , 4. _ . . _ 16 64 256 

Ihay vào (1) , ta được : =4,u 2 =u { q = —,u 3 =—,u 4 = —— 

Bài 9. Một cấp số nhân có 5 số hạng , công bội q =1/4 số hạng thứ nhất, tổng của hai 
số hạng đầu bằng 24 . Tìm cấp số nhân đó ? 

HƯỚNG DẪN 

Theo giả thiết ta có : + u 2 =u l + ) = 24 => Uy + Wj 2 - 24 = 0 <=> Uị = -12 V M, = 8 

Vậy cỏ hai cấp số nhân tưong ứng là : 8,16,32,128 hoặc : -12,36,-108,-972 _ 

Bài 10 . Xen vào giữa hai số : 4 và 40 bốn số để dược một cấp số cộng ? Tìm bốn số 
đó? 

HƯỚNG DẪN 

Neu xen 4 số vào giữa hai số để được một cấp số cộng thì cấp số đó có 6 số hạng . 
Theo đầu bài ta có : 

u, =4 ,u 6 = 40^40 = 4 + 5dod = ^ị^ = 7,2 

Vậy 4 số thêm vào lảJ_4+7,2=11,2, 18,4.,25,6,32,8. _ 

Bài 11 . Tính tổng : 


( 1 y { 1 y ( 1 Y 

s= 2 + 4 + 4 + 4 +...+ 2"+4t 

l 2) ự 4) ^ l 2") 


HƯỚNG DẪN 


M vyi ^ mi ^ • 

Ta có : 

s= 4 + 2 + - + 16 + 2 + 4- +...+ 2 2 " + 2 + -4r =(4 + 16 + .. + 2 2 ") + 2n+ 4 + 7T + ~ + 4r 

l, 4 J { 16) V 2 2n ) v ’ ụ 16 2 2 ”) 

Áp dụng công thức tính tổng của n số hạng đầu của một cấp số nhân : S n = Mj q 

q I 


„ „ 4"- 1 ^ 1 2 2 " -1 , 4" -1 , „ 1 2 2 " -1 , 4 " -1 4.4"+1 , Í4"-l)Í4" +1 + l) 

s — 4. ———h 2 ĨI H—. — -— 4. —— h 2/7 +—. ———— — 2 /2H-.-—— — 2/2 H-—- 

3 4 1 3 3 w 

_4_ \ _ 

Bài 12. Với giá trị nào của a , ta có thể tìm được các giá trị của X để các số : 
5 X+1 +5 1 - V ,|,25 A +25' X lập thành một cấp số cộng ? 

HƯỚNG DẪN 
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r r 


_ V/ T umi I. m. ■ x , * -*- vyl 2 VJ ■ ■ y _ 

Để 3 số hạng đó lập thành cấp số cộng , ta có : 

( \ ( 1 w 1 \ 

Í5 l+X +5 l ~ x ) + (25 x + 25~ x ) = 2 =- <t> a = 5 5 A +-^ + 5 lx +-^ 

\2) V 5 X J V 5 J 

Theo bất đẳng thức cô si, ta có : 5 A + -i-> 2 v / Ĩ = 2,5 2a + -!-> 2 => a> 5.2 + 2 = 12. 

5 A 5 

Vậy với: a > 12 , thì ba số đỏ lập thành cấp số cộng ■ _ 

Bài 13. Chứng minh rằng dãy số : a n = 2.3” lập thành một cấp số nhân và tính tống 
của 8 số hạng đầu tiên của nó ? 


a 2.3" 

Xét: ^ - 


a„ 


2.3" 


HƯỚNG DÂN 

= 3 > 1. Chứng tỏ a n là một cấp số nhân , có công bội q=3 , = 2.3 = 6 


5 Í 3 8 

Do vậy: S s = ^ ’ = 3.(3 8 -l) = 17.680. 


Bài 14. Giả sử a,b,c,d lập thành một câp sô nhân . Hãy tính giá trị biêu thức : 

(a-cỴ +(b-cỴ +{b-d.Ỵ —(a — dỴ 


HƯỚNG DẪN 


Ta có : 


A=(a-c) 2 +(ỉ>-c) 2 +(ỉ>-d) 2 -(a-c/) 2 =(a-ag 2 ) +ị y aq-aq+ịaq-aq 3 ^j -{a-aq 3 ^ =0 

Bài 15. Giả sử các số : 5x-y,2x+3y, và x+2y lập thành một cấp số cộng , còn các số : 
(y + l) 2 ,xy + l,(x-l) 2 lập thảnh cấp số nhân . Tìmx,y ? 


Theo giả thiết ta có hệ : 


(5x-y) + (x + 2y) = 2(2x + 3y) 

>+i) 2 (*-i) 2 =(yy+i) 2 


HƯỚNG DẪN 




2x = 5y 

x + y = 2 <=> 

xy + X + y = 0 


\2x = 5 y 
[x + y = 2 
ị2x = 5y 

[y(5y) + 5y + 2y = 0 


<=> 


X = 


10 

3 

4 


y = - 


X = 0, y = 0 


x = —-,y = -— 

4 10 


Bài 16. Cho một cấp số cộng : u v u 2 ,u 3 ,u 4 . Chứng minh rằng nếu : \iqu 4 -W 2 W 3 | <6 thì 
biểu thức A= Ặx-U ỉ )(x-U 2 )(x-U 3 )(x-U 4 ) + 9 có nghĩa với mọi X ? 

HƯỚNG DẨN 

Theo tính chất của cấp số cộng , ta có : li ị + u 4 = u 2 + u 3 

Do đó : <=> (x-«j)(x-w 2 )(x-« 3 )(x-« 4 ) = [x 2 -(«! + u 4 ) X + UịU^ị-X 2 ~(u 2 + W 3 )x + W 2 M 3 J (*) 
Đăt : t = x 2 —{u ị +u 4 )x = X 2 —{u 2 +u 3 )x , khi đó : 

(*)<=> f(t) = (t+u l u 4 )(t+u 2 u 3 )+9 = t 2 +( y u l u 4 +u 2 u 3 )t + u ì u 4 u 2 u 3 +9 
Với : À, = {UịU 4 +u l u 3 Ỵ -4u ì u 2 u 3 u 4 -36 = (u l u 4 -U 1 U 3 ) 2 -36. 

Rõ ràng : \u t u 4 -U 2 U 3 1 < 6 => A, < 0 <r j >f(t)> 0 \ft A có nghĩa với mọi X.. 
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_ Bải tập bổ sung và hưởng dẫn giải phần : BÀI TẬP TỎNG HỢP _ 

Bài 17. Chứng minh rằng : Neu 0 < N * 1 thì điều kiện ắt có và đủ để ba số dương 
a,b,c tạo thành một cấp số nhân (theo thứ tự đó ) là : 

Ịọg^r Ịog„ỊV-iog „N íl} 

log c N log b N-ỉog c N 
HƯỚNG DẨN 

Theo giả thiết, nếu ba số a,b,c lập thành cấp số nhân thì: ac = b 2 (l) 

Lấy logarit cơ số N hai vế của (1) ta có : 
o log^ (ac) = log N b 2 o log^ a + log N c = 2log^ b (2) 

Sử dụng công thức đổi cơ số : 

1 12 1 11 1 

( 2 )<=> -——- + -——— = -—--<=>-——---——- = -————— 
log ữ N log c N \og h N ỉog a N log h N log fe N log c N 

0 logi N-ỉog a N _ log c N -log, N _ log, iV-log u N _ ỉog a N _ log„ N-ỉog b N _ log„ N 

log a NAog h N log c N.log h N log c N-log b N log c N log h N-log c N log c N 

Bài 18. Chứng minh rằng , nếu log v a,log y b,log z c tạo thành một cấp số cộng (theo 

thứ tự đó ) thì: log 6 y= ^°ẽa x ^ẽc z (0<x,;y,z,a,l7,c^l). 

log a * + log c z 

HƯỚNG DẮN 

Theo giả thiết: 

log t a + log z c = 21og b —-Ị—- + —ị— = —=> log ft y = f c - ( dpcm) 

__ log a X log c z ỉog ; , y _ log fl * + log c z _ 

Bài 19. Cho ba số : x,3,y lập thành một cấp số nhân và X 4 = yVã. Tìm x,y và công bội 
q của cấp số đó ? 

HƯỚNG DẨN 

= l í.v=? Ị x= s 

1 = ^Ểi Ịx 5 = 9 \l 3 y = ^~ \y=3'Iĩ 

X _ l * _ 

Bài 20.Cho ba số tạo thành một cấp số nhân mà tổng của chúng bằng 93. Ta có thể 
sắp đặt chúng (theo thứ tự của cấp số nhân kể trên) như là số hạng thứ nhất, thứ hai 
và thứ bẩy của một cấp số cộng . Tìm ba số đó ? 

HƯỚNG DẨN 

Gọi ba số đã cho là : theo thứ tự là ba số của một cấp số cộng . 

Còn cáp số nhân (v„). Theo giả thiết ta có hệ : 

v 1 +v 2 +v 3 =93(*) \\(l + q + q 2 ^ = 93 (*) (l + ạ + q 2 ) = 93(*) 

V J\ d =^- 1 ) ( lv2 H 4 >_« „,(„-1)4« 

Uị+d = \\q (2) 6d=u 1 -u l =u í (q 2 -ỉ)(2v3)(5) 6 

Uị + 2d = VjỢ 2 (3) [ ịd=u i (q-ỉ) 


,(« 2 -1)(4v5)(6) 



Từ (2) và (2) cho ta phương trình (4). Còn từ (2) và (3) cho phương trình (5). Mặt 
khác từ (4) và (5) cho phương trình (6). 

Do : 0,ợ 1 => (6) <=> 1 = — (ợ + l)<=>ợ = 5 

6 


—“-T--—— — 
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Theo (*) : v l +5vj +25vj = 93 <^>Mj = 3. Vậy ba số cần tìm là : 3,15,75. 

Bài 21.a. Tính tổng của n số hạng : 3+33+333+... 

b. Tìm X để ba số : ln2,ln(2* -l),ln(2* + 3 ) lập thành một cấp số cộng ? 

HƯỚNG DẪN 

a. Tính tổng của n số hạng : S=3+33+333+... 

Ta có : s=3(l+l 1+111+....+11... 1 (n chữ số 1)) 

0 ( 10-1 , 10 2 -1 , 10"-1^1 3/ _2 |1A „ \ 

= 3 + — - + ■■■■+ = - 10 + 10 +... + 10 -77 

{99 9 J 9 ' ’ 

= ừ I o.ỊZzỊ-„ì=±(«r-io-9») 

3^ 10-1 J 27 v ’ 

b. Tìm X để ba số : ln2,ln(2 A -l),ln(2* + 3 ) lập thành một cấp số cộng ? 

Điều kiện : 2* -1 > 0 <=> 2 X > 1 = 2° => X > 0(*) 

Kh i đó ta có phương trinh : 21n(2 A -l) = ln2 + ln(2 r +3)<»(2 1 -l) 2 = 2 ( 2 ' + 3 ) 

<=> 2 2x - 4.2' - 5 = 0 <=> 2 =_1 =>Jt = log 2 5>0 

2 X = 5 > 1 

Bài 22. Tìm bốn số biết rằng ba số hạng đầu lập thành một cấp số nhân , ba số hạng 
sau lập thành một cấp số cộng . Tổng của hai số hạng đầu và cuối bằng 14, còn tổng 
của hai số ở giữa là 12 ? 

HƯỚNG DẪN 

Gọi 4 số phải tìm là a ị ,a 2 ,a ĩ ,a 4 . Theo đầu bài ta có hệ : 

al=a,a, [ 2 .+ = a, q+ a 2 + d(l) MyỶư'* (*> 

2a 3 =a 2 +a 4 a l +a 1 +2d=l4 (2) a 2 + 2d 14 a t 

<=> < ' <=> 1 12 
a t +a 4 = 14 a 1 q + a l q 2 =H (3) a l = 2 

« 2 +G= 12 a 2 +a 2 +d = 12 (4) ^ d = ỉ2-2a 2 

Giải hệ thống các phương trình ta có kết quả : 

Đáp số : (2.4.8,12),Ị+ ,+ 1 + 



Bài 23. Tông của sô hạng thứ hai và thứ tư của một cấp sô nhân tăng nghiêm ngặt là 

y _ 2 L -t J _ 7 " 

30 , và tích của chúng băng 144. Tìm tông mười sô hạng đâu tiên của dãy sô đó ? 


HƯỚNG DẪN 

Gọi cấp số nhân tăng nghiêm ngặt là : a n . Theo đầu bài ta có a 2 ,a 4 là hai nghiệm của 
phương trình : 


r -30f+ 144 = 0 <=> 






r í 



"- N 

a 

tò 

II 

ƠN 

V_. 

Ồ 

Si 

II 

ƠN 


0^ 

II 

ƠN 

<N 

II 

1 a,q 3 = 24 

[ 

<=> 


r o 

/■ 


t = 24 

Ja 2 =24 

1 a x q = 24 

2 



42 

II 

ƠN 

ồ 

Sn 

u> 

II 

ƠN 



a x q = 6 
q 2 = 4 
a x q = 24 

q 2 =- = - 
q 24 4 


<=> 


6 

a, = —— 
1 ±2 

ợ = ±2 


77 , 


= 24.(±2) 


9 -2 
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Bài tập bổ sung và hướng dẫn giải phần : BÀI TẬP TỔNG HỢP 


Do cấp số nhân tăng nghiêm ngặt, cho nên q>l , do vậy ta chọn ữj = 3,q = 2 

2 10 -1 

Cho nên : s l0 =u i =YY = 3.(1024-1) = 3069 

Bài 24. Cho tam giác ABC có A = 90° còn a,b,^-,c theo thứ tự đó lập thành một cấp 

số nhân . Tam giác ABC là tam giác có đặc điểm gì ? 

HƯỚNG DẨN 


Theo giả thiết ta có hệ : 


A = 90 


2 _ 1 2 . 2 

CL —b + c 


.. , s ^ 2 Í,2__ ,2_ 

-a,b,~A~,c \^b =ac<^b =--ac 


Từ đó suy ra : a 2 = ^ac + c 2 o 2cr = 3ac + 2c 2 <íi> (2a + c)(a-2c) = 0 => a = 2c(2a + c > o) 

Mà : cosB=— = ị=>B = 60°, c = 30° . Vậy tam giác ABC là tam giác nửa đều . 
_ a 2 ___ 

Bài 25. Cho tam giác ABC, có ba cạnh a,b,c , theo thứ tự đó lập thành một cấp số 

, A Q 

cộng . Hãy chứng minh răng : cot —.cot Y = 3. 

HƯỚNG DẮN 

Neu ba cạnh a,b,c lập thành cấp số cộng thì ta có : a+c=2b 

. . _ - . n -. A + C A-C . . B B , 1 s 

•e> sin A + sin c = 2sin B <=> 2sin —-—cos —-— = 4sin — cos — (ỉ) 

2 2 2 2 


A + C 


= sin 90-= cos — 


A + C 


= cos 90-= sin — 


Vì: A + C = 180 °= 90°-^<=> 

2 2 


Do đó (1) trở thành : 

. A + C A-C „ . A + C A+C A-C n . B A-C ^ A+C 

•e> sin—-—cos —-— = 2 sin—-—cos—-— <tí> cos ^— = 2 sin — <í> cos-^ = 2cos—-— 
22 22 222 2 

A c A c c - . A c A c . A . c 

•e> cos —cos —+ sin —sin — = 2cos — cos — -2sin — sin — <=> cos —cos— = 3sin—sin — 
2222 22 22 22 22 


A c / 
cot -ị cot — = 3 ( dpcm ) 


Bài 26. Tam giác ABC thỏa mãn điều kiện : tagA.tangB=6 và tangA.tangC=3 . Hãy 
chứng tỏ : tangA,tgB,tgC theo thứ tự dó lập thành cấp số cộng ? 

HƯỚNG DẨN 


Từ giả thiết ta có hệ phưong trình : I 


t anAtanB=6 
tanAtanC=3 


. , , , , ~_, _ _ _ / . tanA+tanC tanA+tanC \, . __ 

Mặt khác ta cũng có : -tan5 = tan( A + C) = --——-- =-——-= -^(tanA+tanC) 

v ’ 1 -1 anAtanC 1-3 2 V ’ 

<í=> 2 tan B - t anA+tanC <» 2tanAtanB=2tan 2 A +1 anAtanC 2.6=2tan 2 A + 3 => tan 2 A = 9 

Theo giả thiết: tanAtanB=6>0,tanAtanC=3>0 cho nên tanA>0,tanB>0,tanC>0 

Suy ra : tanA=3 ,tanB=2 và tanC=l . Điều đó chứng tỏ tanA,tanB,tanC lập thành cấp 

số cộng có công sai d=l. 
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_ Bải tập bổ sung và hướng dẫn giải phần : BÀI TẬP TỎNG HỢP _ 

Bài 26'. Tam giác ABC thỏa mãn điều kiện : tagA,tangB,tangC theo thứ tự đó lập 
thành cấp số cộng Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của góc B có thể có được ? 

HƯỚNG DẪN 

Theo giả thiết: tanA,tanB,tanC lập thảnh cấp số cộng thì ta có : tanA+tanC=2tanB 

sin(A + C) sin5 2sin5 siru3 

<=> t anA+tanC=-^- -2 =- -22 -— => —— =-p-— 

cosA.cosC cosA.cosC cosB cosA.cosC 

2 1 

<=> ——— =-2 cos A.cosC=cosB <=> cos (A+C) + cos (A-C) = cosB 

cosB cosA.cosC 

<íi>-cosB+cos(A-C) = cosB<eí>cosB=-i-cos(A-C)<-^- (2)( vì 0<COS(A-C)< 1 ) 

Do 0<B < ;r => Giá trị nhỏ nhất của B = 

___3_ 

Bài 27. Tam giác ABC có : coty,coty,coty theo thứ tự đó lập thành một cấp số 

cộng . Hãy chứng minh rằng ba cạnh a,b,c theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số 
cộng ? 

HƯỚNG DẨN 

. A-C B A+C 

, , A c B sin ^T^ Ư os A . sin ^T^ 

Theo đâu bài ta có : cot — + cot-A = 2cot : y <=>- 2 =2 — ệ- = 2- 

2 2 2 . A . c . B A+C 

sin — sin — sin — cos ——— 

2 2 2 2 

. fA + Cy fA+CƯ „. A.C. A + C ( A-C _ A+CV A + C 
•e> sin —-— cos ——— = 2sin—sin—sin—-—= cos—-cos—-— sin—-— 

y 2 J y 2 J 2 2 2 ^ 2 2 J 2 

•e> 2sin —-—cos—— = cos——sin—-— 2sin A + C = — sin A + sinC 

2 2 2 2 V/ 2 V 

sin A +sin c = 2 sin B => a + c = 2b. Chứng tỏ ba cạnh của tam giác lập thành cấp số 

cộng 

Bài 28. Tam giác ABC có : cot A,cot£,cotC theo thứ tự đó lập thành một cấp cộng . 
Hãy chứng minh rằng : a 2 ,b 2 ,c 2 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng ? 

HƯỚNG DẪN 

Theo giả thiết ta có : cotA+cotC=2cotB 

sin(A + C) 2cos B . 1 „ r / . V , . „ 

- —-2 = ——- <=> sin^ B = 2 sin B sin c cos B = cos (A-C) - cos (A+C) cosB 

sin A sin c sinfi L v ’ v 

o sin 2 B = cos(A-C)cosB-cos(A+C)cosB=-cos(A-C)cos(A+C) + cos 2 fi 

<íí> sin 2 B = -^(cos2A+cos2C) + l-sin 2 B = -^l-2sin 2 A + l-2sin 2 c^ + l-sin 2 B 

=í> 2sin 2 B = sin 2 A + sin 2 c 2 b 2 =a 2 +c 2 

Vậy chứng tỏ a 2 ,b 2 ,c 2 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng. 

Bài 29. Cho tam giác ABC cân ( AB=AC ), có cạnh đáy BC , đường cao AH , cạnh 
bên AB theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân . Hãy tính công bội q của cấp số 
nhân đó ? 

HƯỚNG DẪN 
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Bài tập bổ sung và hướng dẫn giải phần : BÀI TẬP TỔNG HỢP 

r 



Theo giả thiêt: AB=AC, BC,AH,AB lập thảnh câp 
số cộng cho nên ta có hệ : 

1 _ BC 2HC 

— = — = 2cotC 

q AH AH Cho n £ n rá ta c 5 kêt q U ả 

— = — = sin B 
q AB 


H 


sau : 2cotC=sinC , hay : 2 cosC = sin 2 C = l-cos 2 C 
<=> cos 2 C + 2cos c - 1 = 0 <=> cosO-l+TĨ (o < c < 90°) 

Do c là nhọn cho nên sin c = 

Cho nên công bội của cấp số nhân là : q = — = = ị./ 2(72 + 1 ) 

sinC 2V 1 ’ 

Bài 30. Tam giác ABC có các cạnh a,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng . 
Hãy chứng minh rằng khi đó công sai của cấp số cộng được tính bởi công thức : 


( 


d = ^r 
2 


c 




,‘ s 2- ls ĩ) 


HƯỚNGDẴN 

Theo giả thiết: a,b,c lập thành cấp số cộng , 


cho nên công sai d=^—'- (1) 


B 


c 


Ta có : a = r cot — + r cot — = r 
2 2 


( 


B 


c 


Tưong tự : c =, 




B 


cot — + cot — 

V 2 2 J 


cot — + cot — 

V 2 2 J 

Thay vào (1) ta có : 



, 1 
a= — r 
2 


í 


4 c 

cot — - cot — 

V 2 2 J 


1 


( 

> 


(CA'] 

1 

1 

1 

tan-tan — 

2 2 

A 

c 

— — V 
2 

A c 

tan — 

tan 


tan — tan — 

l 2 

2 J 


l 2 2 J 


( 2 ) Mặt khác theo bài 25 thì 


cot^cot^- = 3=> tan4tan^- = ị. Thay vào (2) ta có : 
22 223 


1 tan^-tanệ 3 / c 

<=>d = j-r - — - — = ~: r tan-Ư-tan^ . ( Điêu phải chứng minh ) 

2 ' 2 \ 2 2 ) 

3 
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